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TEMA 1. MATRICES Y DETERMINANTES.
1. DEFINICION DE MATRIZ.

Se llama matriz de orden mxn a todo conjunto rectangular de elementos a;; dispuestos
en m lineas horizontales (filas) y n verticales (columnas) de la forma:

@y Gy vt Gyttt Ay
@31 Gy vt dgy vt dgy
A=
@y dig v Gyttt Gy
T A T ety

Abreviadamente suele expresarse en la forma A = (a;), con i =1, 2,..., n. Los subindices
indican la posicion del elemento dentro de la matriz, el primero denota la fila (i) y el
segundo la columna (j). Por ejemplo el elemento a,s sera el elemento de la fila 2 y
columna 5

Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimension y los elementos que
ocupan el mismo lugar en ambas son iguales.

2. TIPOS DE MATRICES.

Vamos a describir algunos tipos de matrices que aparecen con frecuencia debido a su
utilidad, y de los que es conveniente recordar su nombre.

2.1. ATENDIENDO A SU FORMA.

Matriz fila: Es una matriz que solo tiene una fila, es decir m =1 y por tanto es de orden
Ixn.

Ej: A= (air as2..., an)

Matriz columna: Es una matriz que solo tiene una columna, es decir, n =1 y por tanto

es de orden m x1.

O
a11
az1

as1
Ej: A=

dn1
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Matriz cuadrada: Es aquella que tiene el mismo numero de filas que de columnas, es
decir m = n. En estos casos se dice que la matriz cuadrada es de orden n, y no n x n.

Los elementos a;j con i = j, 0 sea a;; forman la Ilamada diagonal principal de la matriz
cuadrada.

Ej: Ejemplo de matriz cuadrada para n = 3:

1 -3
A5 2 0 0
0 1 -1

Matriz traspuesta: Dada una matriz A, se llama traspuesta de A, y se representa por
A, a la matriz que se obtiene cambiando filas por columnas. La primera fila de A es la
primera fila de A, la segunda fila de A es la segunda columna de A", etc.

De la definicion se deduce que si A es de orden m x n, entonces A'es de orden n x m.

Propiedades de la trasposicion de matrices:
a) Dada una matriz A, siempre existe su traspuesta y ademas es Unica.

b) (A)'=A.
Matriz simétrica: Una matriz cuadrada A es simétrica si A = A', es decir, si ajj; = a; Y

i,j.
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1 -3 8
Ej: A= | -3 0 1
8 1 -1

2.2. ATENDIENDO A SUS ELEMENTOS.

Matriz nula es aquella que todos sus elementos son O y se representa por O.

Matriz diagonal: Es una matriz cuadrada, en la que todos los elementos no
pertenecientes a la diagonal principal son nulos.

3 0 0

Matriz unidad o identidad: Es una matriz escalar con los elementos de la
diagonal principal iguales a 1.

0 10..0
(1), 1= {210 |, 1020 | 1= [01..0
01 001 P
00..1

Matriz Triangular: Es una matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos
que estan a un mismo lado de la diagonal principal. Las matrices triangulares pueden ser
de dos tipos:

a) Triangular Superior: Si los elementos que estan por debajo de la diagonal
principal son todos nulos. Es decir, a;0 Y i <j.

b) Triangular Inferior: Si los elementos que estan por encima de la diagonal
principal son todos nulos. Es decir, ;=0 Y j < 1.

3. OPERACIONES CON MATRICES.

3.1. SUMA'Y RESTA.

La suma (resta) de dos matrices A = (a;), B = (bjj) de la misma dimension, es otra
matriz S = (S;) de la misma dimension que los sumandos y con termino generico =
Sij=aij+bjj, es decir, sumamos (restamos) los elementos que ocupan el mismo lugar. Por
tanto, para poder sumar dos matrices estas han de tener la misma dimension.
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La suma de las matrices A y B se denota por A + B.

o

1 3 2 0 5 140 340 245 1T & 7
10 0k4+1|7 5 0]=1|14+7 0+5 0+0|=1(8 5 0
L F 2 211 1+42 241 241 3:38 3

3.2. PRODUCTO DE UN NUMERO POR UNA MATRIZ.

El producto de una matriz A por un nimero real k es otra matriz B = (b;;) de la misma

dimension que Ay tal que cada elemento bj; de B se obtiene multiplicando a;; por k, es
decir, 'JJ = k-aij.

2[1 8 3| _|2x1 2x8.2x=3][2 .16 -6
4 -2 5 2x4 2x-2 2x5| |8 —4 10

El producto de la matriz A por el nimero real k se designa por keA. Al nimero real k
se le llama también escalar, y a este producto, producto de escalares por matrices.

3.3. PRODUCTO DE DOS MATRICES.

Dadas dos matrices A y B, su producto es otra matriz P cuyos elementos se obtienen
multiplicando las filas de A por las columnas de B.

Es evidente que el nimero de columnas de A debe coincidir con el nimero de filas de

B. Es mas, si A tiene dimensién m x n y B dimension n x p, la matriz P sera de orden
m X p. Es decir:

N
Py = 20 by
kel
—l542 43 2. =3
A-B=]4 1 2]|-|11 1]|=
-1 2 5 2 5

(-1)-2+2-1+43-2 (-1)-(3)+2-1+3-5 6 20

=14 -2+1-142.2 4 -(3)+1-1+2-5 =13 -1

-)-2+2-1+5.2 (-)-(3)+2-1+5.5/ (10 30
Propiedades del producto de matrices:

a) El producto de matrices en general no es conmutativo.
b) Si A es una matriz cuadrada de orden n se tiene A * I, = I, A=A,
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¢) Recuerda que el resultado "hereda” el nimero de filas de la primera
matriz y el nimero de columnas de la segunda.

4. DETERMINANTES.
El determinante es un niUmero asociado a cada matriz cuadrada.

4.1. CALCULO DE DETERMINANTES DE ORDENES 1,2 Y 3.

Es facil comprobar que aplicando la definicion se tiene:

-Orden 1: A=(a;;) det &\)=ay;
- Orden 2: Multiplicamos en cruz

n n dy a,, a,,
iy Ak (A)= = 8n 8y —ay - a,,
Qa8 8,1 @y
Ej: A -
]: = = 2 1 = -—2 =
1 (2)-2 =6

- Orden 3: Aplicamos la regla de Sarrus
Bir A9 4y dyy Y3
a3 d3p diz ) Ay @3y g

= (@))89833 + 31383303 + 313313531~ (@333 5 T30 33 53 T d5335;)

-2 1 0
A 171 -8 =1|'=
3 -3 -2

=2-(-5)-(2)+0-1-(3)+3-1-(=1) = [0+ (-5) -3+ (-2) - (-3) - (1) + (-2) - 1 - 1]Z
-23-[-8]=-15

4.2. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES:
a) |A=|Al.

b) Si los elementos de una fila o columna son todos ceros = |A|=0.
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c) Sidos filas o columnas son iguales = |A|=0.
d) Si un determinante tiene dos filas o columnas proporcionales su valor es cero
Det(A' kA", A*)=k.Det(A',A',4*)=0

e) Si se intercambian entre si dos filas 0 dos columnas el determinante cambia de
signo

Det(A4', 42, 4%) =—Det(4%,4', 4%)

f)

rog a3 1 e

Ex2 5§ =-5 2 0 comopuede comprobarse.
2-2 1 -2 2 1

g) Sise multiplica una fila o columna por un nimero el determinante queda
multiplicado por dicho nimero.
Det(kA', A*, A*)=k.Det(A', 4%, 4)

h) Si una fila o columna puede descomponerse en suma de otras dos, por ejemplo,
A'=B+C, entonces:
Det(B +C, A%, A% = Det(B, A%, A% + Det(c, A> A?)

i) Siauna fila o columna se le suma una combinacion lineal de las restantes, el
valor del determinante no varia.
Det(A', A*,4*) = Det(A' +ad® + pA*, 4%, 4°)
j) Siuna fila o columna es combinacion lineal de las restantes, el valor del

determinante es cero.
Det(A', A*,ad" + pA?) = Det(A', A% ,ad') + Det(A4', A%, p4*)=0+0=0

5. CALCULO DE UN DETERMINANTE POR LOS ELEMENTOS DE UNA
FILA O COLUMNA.

Sea A una matriz cuadrada y a; uno de sus elementos. Llamamos menor
complementario del elemento ajj a la submatriz M;; que se obtiene al suprimir de la
matriz A la fila i y la columna j. Ej:
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-2 4 0
A=[1 -5 9 (—2 4}
23 =
3 4 -2 = 3 4

Se llama adjunto del elemento aj; y se designa por Aj;, al determinante del
menor complementario del elemento precedido del signo +,si+jespar,0 - sii+jes
impar.

A, = (0" - det (M)

Se llamara matriz adjunta de A, y se representa por Adj (A), a aquella que tiene por
elementos los adjuntos de los de A.

-2 4

A23 L (_1)2+3 . Y

= (4)=4

Caélculo de un determinante por los adjuntos de una fila (del mismo modo se haria por
los adjuntos de una columna).

Dada la matriz:

f .
ay, aly wa2d e @y )
Q1 aij .- ™
A=
a; am2ess TURN"
[ %) g4 N

Si desarrollamos el determinante por la primera fila:
det (A) = ai1 Agr + arp Agp + a1z Agat ...+ ain Aan

Este procedimiento se puede realizar a partir de cualquier fila o columna. Por tanto,
sera interesante elegir una fila o columna en el que la mayoria de sus elementos sean
cero.

Este método lo usaremos siempre que tengamos determinante de orden mayor que tres.
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6. MATRIZ INVERSA.

Una matriz cuadrada que posee inversa se dice que es invertible o regular; en caso
contrario recibe el nombre de singular. Para que una matriz posea inversa su
determinante ha de ser distinto de cero.

Propiedades de la matriz inversa:

a) La matriz inversa, si existe, es unica
b) A'-A=A-A'=]

¢ (A-B)*=B'A?

d) (A")*=A

e) (A)7=(A")"

Hay varios métodos para calcular la matriz inversa de una matriz dada:

- Directamente
- Método de Gauss

- Método de los adjuntos
6.1. METODO DIRECTO.

Calcularemos la matriz inversa resolviendo la ecuacion resultante de la propiedad:
Ate A=A-A'=]

Ej: Hallar, si es posible, la matriz inversa de
2 -1

tA =
1 1

La matriz A posee inversa pues det

(A)=3;t0

Debemos encontrar una matriz

a b
Al = tal que:
Gavid
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2a — ¢ 2b - d 10
a' Fe" NN presy

Dos matrices son iguales si son iguales elemento a elemento, por 10 que obtenemo

1
a = —
23 — ¢ =1 8
1
a+c = 3 e
Resolviendo el sistema = 3
2b —d = =
e ———
b +d =1 3
di=2
3

sistema:

NOTA: este método no lo usaremos debido a la complejidad a medida que aumenta
el orden de la matriz.

6.2. METODO DE GAUSS.

, . . Al (l ‘ A “) o
El método consiste en partiendo de< ’ ) llegar a usando las siguientes
transformaciones:

a) Se pueden intercambiar dos filas entre si.

o) Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero.
c) Sumar o restar a una fila otra multiplicada por un nimero.
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E~N
-k

10 -1
Ej: Calcular la matrizinversade A = |0 2 3
4 1 =2
-1|11 0 O
Vo ol i
3 /0 1 0 |Hacemoslatransformacién:
20 o0 1 fy > f3 = 4f,
sl B W
300 Y2 0| > £ -,
214 0 1
=4 & 0
10 . 12 ofr -2,
1/2 —4 —1/2 1
| )
] RS
310 12 of; : 5
e B s
0-7 -1 2
012 2 -3
1-8 -1 2

6.3. METODO DE LOS ADJUNTOS.

Si tenemos una matriz tal que det (A)#£0, la matriz inversa viene dada por:

A—l

det (A)

1
~ [Adia)]

Ej: Calcular la matriz inversa de A

2272
gl A e W
3 -2 2

Det (A) = -2# 0. La matriz tiene inversa.
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Calculamos los adjuntos de cada elemento:

10 2 0 B
e =il Sl e M=y o " F M=l 5=
2 2 2, 2 2! 2
A2,=—_22=0 A22=32:—2 ,423:_3 _2=_2
o5 2 2 2 -2
’431=1 0=_2 A32=_2 0=4A33=2 1=6
2 4
Adj(A): R
2 4 B
2 0 -2
3 t
A (4) =|-4 2 a4
—7osn 6

- : 2=V i=2) 1~1' 01"
= —— (A A) =__ _ =
det(A)( ’ ) S atia 2 e

-7 -2 6 %1_3

7. ECUACIONES MATRICIALES.
Son ecuaciones en las que la incdgnita es una matriz, X.
Antes de empezar a operar con las matrices dadas conviene despejar la matriz incognita.

Veamos como se despeja la matriz incognita X en algunas ecuaciones:

1. X.A=B

- Lamatriz A que se encuentra multiplicando a X pasa al otro miembro
multiplicando por la inversa. Por tanto, para que la ecuacion tenga solucion A
debe ser inversible.

- Puesto que el producto de matrices no es conmutativo, a la hora de multiplicar
por la matriz inversa conviene observar si ha de hacerse por la derecha o la
izquierda.

- Eneste caso como A multiplica a X por la derecha, la inversa de A multiplica a
B por la derecha, quedando X =B * A
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2. AX+B=C
- Pasando B al segundo miembro: A « X =C- B
- Multiplicando por la izquierda por A-1: X = (C - B) » A™
3. AX+B.X=C
_ Sacando factor comin X: (A+B) « X=C
_ Multiplicando por la izquierda por (A + B)*: X = (A+B)™+C

8. RANGO DE UNA MATRIZ.

El rango de una matriz es el orden del mayor de los menores distintos de cero.

El rango de una matriz A se representa por rg(A).
Consecuencia: el rango no puede ser mayor al numero de filas o de columnas

Propiedades:
a) Si se suprime o afiade una fila o columna que es combinacion lineal de las
existentes el rango no varia.

p) Si todos los menores de orden n son nulo, entonces los de orden n+l también
son nulos.

c) Si.un menor de orden n es no nulo y todos los de orden n+l son nulos,
entonces el rango es n.

Célculo del rango usando determinantes.

Siaun menor M de orden h de la matriz A se le afiade la fila p y la columna g de A
(que antes no estaban en el menor), obtenemos un menor N de orden h+l que se dice
obtenido de M orlando este menor con la fila p y la columna g.

El método para el célculo del rango es un proceso iterado que sigue los siguientes pasos:

a) Antes de comenzar el método se busca un elemento no nulo, ya que si
todos los elementos son O, el rango serd O. El elemento encontrado sera
el menor de orden k=1 de partida.

b) Se orla el menor de orden k hasta encontrar un menor de orden k+l no
nulo. Cuando se encuentra un menor de orden k+I no nulo se aplica a éste
el método.

c) Si todos los menores orlados obtenidos afiadiéndole al menor de partida
los elementos de una linea ip son nulos, podemos eliminar dicha linea
porque es combinacion de las que componen el menor de orden k.

d) Si todos los menores de orden k+I son nulos el rango es k. (Si aplicamos bien
el método en realidad, al llegar a este punto, la matriz tiene orden k). Ej: Sea la
matriz
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18200851
A=|6 -1 10 0
013 -8 6

Para calcular su rango buscamos un menor no nulo. En este caso el menor de orden 2.

1 2
6 -1
Ahora buscamos los menores de orden 3 que resultan de orlarlo para ver si alguno de
ellos es distinto de cero.

=-13 # 0, por lo que partiremos de €él.

) g 3 | S
6 -1 100=8-234+130+96=0; |6 -1 O[=—6+78-72=0
0 -13 -8 0 -13 6

Todos los menores de orden 3 son nulos, por tanto, el rango es 2.
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TEMA 2: SISTEMAS DE ECUACIONES
1. DEFINICION.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de m ecuaciones con n incégnitas de la forma:

anx tapx, tetanx, =&

AnX, taxpx; tetay,x, =5,

A1 %) T Ay Xy Tt Ay, X, =bn

donde ajj son los coeficientes, X; las incognitas y b; son los términos independientes.

Representacion matricial.
El anterior sistema se puede expresar en forma matricial, usando el producto de matrices de

la forma:
@) Gttt Ay x by
@y Gnp v Ay | x| _|2
aml amﬁ amu X b

De modo simplificado suele escribirse A-X= B, donde la matriz A de orden m x n se denomina
matriz de coeficientes. También usaremos la matriz ampliada, que representaremos por A', que es la
matriz de coeficientes a la cual le hemos afiadido la columna del término independiente:

1
M1 Do A1n :bl
a
A=|%n1 22 Qan | By
]
oS
I
]
a a
w1 w2 ak& !bm

Diremos que dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

A partir de un sistema de ecuaciones, podemos obtener otro equivalente a éste haciendo una serie de
operaciones en el sistema. Las operaciones mas habituales son:

e Multiplicar o dividir la ecuacion por un nimero.
e Sumar o restar ecuaciones de un mismo sistema.

2. CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES.
Un sistema de ecuaciones se puede clasificar en funcion de sus soluciones de la siguiente forma:
a) Sistema compatible: tiene solucion. Distinguimos:
s Determinado: tiene solucion unica.
#= |ndeterminado: tiene infinitas soluciones.
b) Sistema incompatible: no tiene solucion.
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3. TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS.

Permitir conocer si un sistema de ecuaciones tiene solucion a partir del estudio del rango de la matriz
asociada al sistema y del rango de la matriz ampliada de éste.

Dado un sistema de ecuaciones con matriz de coeficientes A, matriz ampliada A' y rangos
respectivos r y r' se verifican:

¢ Si rango(A) = rango(A") = numero de incdgnitas= Sistema compatible determinado.

¢ Si rango(A) = rango(A") < nimero de incognitas=Sistema compatible indeterminado.

¢ Si rango(A)+# rango(A") =Sistema incompatible.

Sistemas de ecuaciones lineales Homogéneos:

Un sistema de ecuaciones se dice homogéneo si ninguna de sus ecuaciones tiene término
independiente. Para su estudio se utiliza el Teorema de Rouché-Frobenius para sistemas
homogéneos:

Como un sistema homogéneo es aquel que tiene todos sus términos independientes nulos, podemos
observar que rango(A) = rango (A") siempre, luego siempre son compatibles, ya que tienen al
menos la solucion (0, 0, 0,..., 0) que se denomina solucion trivial. Puesto que, en la practica, esta
solucion carece de interés, suele decirse que un sistema homogéneo posee solucidn solo si esta es
distinta de la trivial.

w= Si rg(A)# n° de incognitas: Tenemos un sistema homogéneo compatible, lo que quiere
decir que tiene infinitas soluciones.

w= Si rg(A) = n° de incdgnitas: Tenemos un sistema homogéneo incompatible, lo que
quiere decir que sélo tiene la solucién trivial.

4. METODO DE CRAMER.

Lo utilizaremos para resolver un sistema de ecuaciones cuando el determinante de la matriz del
sistema es distinto de cero.

El valor de cada incognita se obtiene de la siguiente forma:

b
1 8 a8y a, b, a @y W, D,
b
2 8y A8y a,, b, a, B By B,
Pk by ay, 333. a;, b, a, 8 Wass b
4 S
d Z g
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TEMA 3. VECTORES. ECUACIONES DE RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO.
1. VECTORES.

1.1. DEFINICIONES.
— —>
Un vector es un segmento orientado. Lo representamos por AB o por v . El punto A es el
origen y el punto B el extremo.
Caracteristicas de un vector: —
AB

—>

a) Madulo: Es la longitud del vector. Lo representamos por 0 por| v

—
Si el vector AB = (v1, V3, V3), su modulo se calcula:

A
= 2 2 2
= Vi ¥ vi 4 v

AB
b) Direccion: es la direccion que pasa por los puntos A 'y B. Si dos vectores son paralelos,

tienen la misma direccion.

c) Sentido: es el recorrido de la recta cuando nos trasladamos de A a B.
En todo vector tenemos dos sentidos opuestos; el que vade Aa B, y el que vade B a A.

Calculo de las coordenadas de un vector conociendo su extremo y su origen:
A - (aI, az, a3)
B=(b, b, b,

S

AB = extremo - origen = (b; — a3, by — a, bs —a3).

Ej: Calcular las coordenadas del vector AB y su mddulo sabiendo: A= (2,-3,1)yB=(1, 7,
5).

AB =(1-2,7-(-3),5-1)=(-1,10, 4)

AEI = \/(—1)2 +10% + 4% =117

Un vector es unitario si su modulo vale 1.

1.2 OPERACIONES CON VECTORES.

e Sumay resta: se realiza sumando o restando coordenada a coordenada.

. - —> —> >
Ej: Sean los vectoresu=(2,4) yv=(—3, 1), calculau +v

=

u+v=(24)+(-3,1)=(2+(-3),4 +1)= (-1, 5).

e Producto de un numero por un vector: se multiplican las dos coordenadas del vector por el
namero, el resultado es un vector

—> —
Ej: seau = (2, 4), calcular 3u
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_>
30= (6, 12)
e Producto escalar de dos vectores: el resultado es un niimero y se calcula de la siguiente
manera:

u =(Uu,u)yv =(v,v,),u.v=uyv +uyv,

Otra forma de calcular dicho producto es:

_’
v

- -

cos(u ,v ).

>

- -
u.v =\U

Si dos vectores son perpendiculares, forman 90°, su producto escalar es cero.

=

Eju =(2,4,-)yv =(-3,17)
WV

U.v=2(3H41+(-1)7=-6+4-7=-9

Aplicacion: Célculo del angulo que forman dos vectores:

Se obtiene aplicando la formula de definicion de producto escalar.

_ u.y
2]l -1 v

Ejemplo:
Halla el angulo que forman los vectores

=7

u=(3,26)yv = (4,5

u.v =-12 +10 +6 =4

v [=+v9 +4 +36 =49 =7;| v |= V16 + 25 + 1 = /42

uy 4

o= =
lullAivll 7442

—_
Buscando con la calculadora el angulo cuyo coseno es a2 , Se obtiene o= 84,94°
- —> _> - g
e Producto vectorial de dos vectores: u x v el resultado es un vector que verifica:

= o

o luxvida)l.gy
Médulo: AUl 1v] sena

- —>
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Direccion: Perpendicular al plano determinado por los vectores u x v
Sentido: Viene dada por la regla de la mano derecha: Si giramos con la mano el primer vector

hasta hacerle coincidir con el segundo por el camino mas corto, el dedo pulgar sefiala el sentido del
e i

vectoru xv.

UXvy

Regla de la mano derecha
v i
ok e
u

3 i y1 z1 z1 X1 X1 y1
Secalcula: ux v =

y2 22 ZZ XZ X2 y2
- -

Siendo: v = (x,,y1,z1)y v = (xz,yz,zz)

Ej: Calcula el producto vectorial de los vectores u = (1,7,-3) y v = (-5,0,4)
7
ux v = , , =-(28; 11, 35%

Aplicacion: EI médulo del producto vectorial es el area del paralelogramo definido por los dos
vectores.

Propiedades del producto vectorial:

w= E| producto vectorial es anticonmutativo: u X v =-vXxu
#= E| producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo
> > .
w= E| producto u x v es perpendicular a cada uno de los vectoresu y v

e Producto mixto: producto mixto de tres vectores u, v y w es el numero que se obtiene al

realizar el producto escalar del primero por el producto vectorial de los otros dos.

> > > > >> > > >
S_g expresa por [u, v, w]. Por tanto, [u, v, w]=u. (vXxw)

u = (X1l yp z‘1)
v

Il

X5, V3. 25)

w = (xa,y3,23)
el producto mixto viene definido por el valor del siguiente determinante:
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> o5 -5 - > o X W Z,
[U, v, W/] =1 .( vV X M/) = X2 ¥, 22
X3 -y3 z3
Aplicacion:

El producto mixto de u, v y w, en valor absoluto, es el

volumen del paralelepipedo definido por los tres vectores. uArv

o

NI,
v

Combinacion lineal de vectores:

> > > . . ., . .
Dados tres vectores a, b y ¢, diremos que el vector v es combinacion lineal de ellos, si
existen tres nimeros reales

- - -

o,ByAtalesque v = a.a+ f.b+ A.c .

. > > > . . . . ‘2
Un coniunto de Vectores Vi Vs...., Vi, SON linealmente independientes, si la relacion
—
A. v, + . Vo+ ...+ A .v. =0 | . . .
LS ;"’ . ~y = , SOlo se verifica cuando todos los coeficientes son nulos,
es decir, "1

En el espacio, el maximo namero de vectores linealmente independientes que pueden existir

es tres.
Un conjunto de vectores vi Vs..... va SON linealmente dependientes, si se pueden
expresar en laforma - Vit Ae- Vet o+ A v, =0y ayiste algin £, 0.

En la préctica veremos si tres vectores son linealmente independientes en el espacio si su
producto mixto es distinto de cero, es decir, calculando el determinante que forman dichos vectores.

2. ECUACION DE LA RECTA.

Una recta queda determinada cuando se conoce un punto y un vector, llamado vector
director. Vector director es aquel que tiene la misma direccion de la recta.

a) Ecuacién vectorial:

En el siguiente sistema de referencia, también Ilamado de coordenadas cartesianas,
_’
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conocemos el punto Ay el vector director v .

X

Si utilizamos los vectores de posicion de los puntos A y P resulta:

— - -

P =A%A+A4Av

N o - -

P = 0+ AP pero existe un numero real £ tal que AP = « v, por tanto,

Se Ilama vectorial porque la conocemos a través de los vectores de posicidn de cada uno de sus
puntos.
Si las coordenadas de cada uno de los vectores son:

_.= =% V=(V,,V,,V
0] (x,y,Z)’ A = (61, 32,33) 4 i, ¥; 3) se obtiene

X, y,2) =Ha,,8,,8) + Mv, v..vz)con i € R . .
K2l 81,8;:.55) vy Ve ¥3) que es la ecuacién vectorial de la recta

expresada en coordenadas. Para cada valor que le demos a £, se obtiene un punto de la recta y si le
damos todos los valores de los nimeros reales, se obtienen todos los puntos.

b) Ecuacion paramétrica:
Se obtienen a partir de la ecuacién vectorial expresando por separado cada variable.
X =a, + v,

y =a, +Av, cond e R

Z & Bt Al

¢) Ecuacion continua:

Se obtiene a partir de la ecuacion paramétrica eliminando £ en el sistema.

Igualando los valores de £, se obtiene la ecuacion continua:
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d) Ecuacién general o implicita (interseccion de dos planos):

Se obtiene multiplicando en cruz las igualdades de la ecuacion continua.

;o At B D 2

AR IB s O ) e 0

El vector director de la recta se calcula haciendo el producto vectorial de los dos vectores normales
de cada plano u,=n,,m.

_Ej: Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (1, -2, 3) y tiene como vector directora v
=(-1, 4, 6).

Ecuacién vectorial: (x, y, z) = (1,-2,3) + A(-1,4,6)

x =1-2
Ecuacién paramétrica: <y = -2 + 44
z =3 +64

X+l S * 28 8,40

-1 4 6
4a +y -2 =0

Ecuacién continua:

Ecuacién general: r
-6y +4z -24 =0

3. ECUACION DEL PLANO.

Para determinar la ecuacion de un plano necesitamos un punto y dos vectores linealmente
independientes (no proporcionales).

a) Ecuacién vectorial:
i i > >
En el sistema de referencia, conocemos el punto Ay los vectores u y v.Un
— - =
punto cualquiera, P, del plano se puede expresar; 9~ = A+ AP

_>
Existen doggt]me_rgs reales £ y u tales que AP = L.utu.v

Por tanto, OP = OA + AL.u+p.v que es la ecuacién vectorial dcl plano. Si

las coordenadas de cada uno de los vectores son:
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-

OP =(x,y,2); QA(a,, a,, a,); u=(u,u,,u,); v=(VV,,V.), g0

obtiene (X, y, 2)= (as, az, as) + A(U, Uz, U3) + u(vi, Vz, V3) que es la

ecuacion vectorial del plano expresada en coordenadas.

b) Ecuacion parametrica:

Se obtienen a partir de la ecuacién vectorial expresando por separado cada variable.
X =a,+ Au, + pv,
Yy =48, + Au, + pv,
Z = a8; + Au, + pv,

¢) Ecuacion general o implicita:
Se obtiene eliminando £y p en la ecuacion paramétrica.

Si las consideramos como un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas:
Au, +pv, =X—X,
A, +pv, =y=%¥
A +pv, =Z2-Z,

como el rango de la matriz de coeficientes es 2, para que tenga solucion, el rango de la

matriz ampliada ha de ser también 2 lo que exige que el determinante de dicha matriz sea
nulo, es decir,

X—%X.  Y—Vu.Z-Z,
u, u, u, (=0

1 2 v3

Esta es la ecuacion implicita del plano. Si desarrollamos el determinante y simplificamos, la
Ax+By+Cz+D=0

ecuacion toma la forma
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Vector normal del plano: es un vector perpendicular al plano. Una vez quo tengamos la ecuacion
general del plano obtener las coordenadas del vector normal es facil:

_\éx+By+Cz+D=0\

_>
n= (A, B, C) siendo la ecuacion general del plano:

Ej: Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1,0,1) y por vectores directores:
Ecuacién vectorial: (x,y, z) = (1,0,1) + £ (2,-1,0) + n (0,3,2)

Ecuacién paramétrica:

[X =1+ 24
y =-1 +
lz =1+ 2u

Ecuacion general:

X' =r oy wZ =4

2 -1 0 | =0=x+2y-32+2=0
0 3 2

4. POSICIONES RELATIVAS.
4.1 ENTRE DOS RECTAS.
Para estudiar la posicion relativa de dos rectas podemos utilizar varias técnicas.
4.1.1. Considerando un punto y un vector de cada recta.

»> >
Supongamaos que disponemos de Vr y Vs, vectores directores de ambas rectas, como también de P, y
Ps, un punto perteneciente a cada una de las rectas.

Construiremos una matriz M, 2x3, en la que metemos los vectores directores y otra matriz M, 3x3,
en la que ponemos tantos los vectores directores como un nuevo vector PrPs construido a partir de
los puntos de cada recta. Seguidamente analizamos sus rangos:

- Rango de M = 1. Eso significa que los vectores directores son iguales o proporcionales, las rectas
tienen la misma direccién, pudiendo pasar dos cosas:

Si el rango de M* = 1, Coincidentes.
Si el rango de M* = 2, Paralelas.
Rango de M = 2. Los vectores no tienen la misma direccion. Puede ocurrir:

a) Si el rango de M*= 2, Secantes.
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b) Si el rango de M* = 3, Se cruzan.

41.2.

e A +B +C@ +D =0
Ax + By + C2 + D' =0

i = AX +BY +C% + D" = g
A% +BY +Cc% +p" = ¢

Las matrices de los coeficientes, M, y la ampliada; M, son:

A C
' C'

A '

A4-= ” y Al
a4 C
AmAer

4 B € D
4 8 0T
A" Bt ¢
A2 e N

Consideremos las rectas r y s dadas por sus ecuaciones generales:

Para estudiar la posicion relativa habra que resolver el sistema, por tanto el estudio lo haremos a

partir del rango:

rgM) | rg(M’) | Sistema Posicion de dos
rectas
Casol |3 4 Incompatible Se cruzan
Caso2 |3 o Compatible determinado Secantes
Caso 3 | 2 3 Incompatible Paralelas
Caso4 | 2 2 Compatible indeterminado | Coincidentes

4.2. ENTRE RECTA'Y PLANO.

Consideramos la recta r y el plano « en forma general:

AX+@/+&+D=0
Ax + By +Cz +D' =0

Estudiar las posiciones de la recta y el plano equivale a discutir el sistema formado por sus

ecuaciones. Las matrices de los coeficientes, M, y la ampliada; M, son:
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. A VB € A 9B .CuisD
M=|4A B C'|lyM=|4 B C D
4 5. .’ 4" B C D
rg(M) | rg(M’) | Sistema Posicion entre recta y
plano
Casol |3 3 Compatible determinado | Secantes
gso g g 3 Incompatible Paralelos
= SO 2 ?ompatible Recta contenida en el
indeterminado plano

4.3. ENTRE DOS PLANOS.

Consideramos los planos dadas por las ecuaciones generales:

{HEAx+By+CZ+D=()
I‘Ir = /4,X:‘F lgc}"F (jQZ 4‘.[)' a ()

Estudiar las posiciones de dos planos equivale a discutir el sistema formado por sus
ecuaciones. Las matrices de los coeficientes, M, y la ampliada; M, son:

A4 B C
M=(, | ,)VM'= A4 B C D
A4 B C 4 B Cp

Rg(M) | Rg(M") | Sistema Posicion de dos planos
Casol |2 2 Compatible determinado | Secantes
Caso2 |1 2 Incompatible Paralelos
Caso3 |1 1 Compatible indeterminado | Coincidentes

4.4. ENTRE TRES PLANOS.

Consideremaos tres planos dados por sus ecuaciones generales:
[1=A4x+By+Cz+D=0
[I'=Ax+By+C’z+D' =0
[I"=A4"x+B"y+C"z2+D"=0
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Estudiar las posiciones de tres planos equivale a discutir el sistema formado por sus
ecuaciones. Las matrices de los coeficientes, M, y la ampliada; M, son:

4 B € A B D
M= A B' ol \' M' = A B D'
a4 FC A B c D’
rg(M") | Sistema Posicion de dos rectas
rg(M)
Casol |3 3 Compatible Secantes en un punto
determinado
Caso2 |2 3 Incompatible -Secantes dos a dos.
-Dos paralelos cortados por el
otro
Caso3 2 2 Compatible -Secantes y distintos.
indeterminado -Dos coincidentes y uno
distinto
Caso4 | 1 2 Incompatible -Planos paralelos distintos dos
a dos.
-Planos paralelos y dos
coincidentes.
Caso5 1 1 Compatible Planos coincidentes
indeterminado

5. HAZ DE PLANOS.
Ax+By+Cz+D=0
Dada unarectar:
A'X +B'Y+C'z+D' =0

se llama haz de planos secantes de arista r, al conjunto de todos los planos que pasan por r.

El haz de planos viene definido por la siguiente ecuacion:
a(Ax+ By+Cz+D) +R(A'x+B'y+C'z+D") = 0

Es decir, es la combinacion lineal de los dos planos que determinan la recta r.
Para B = 0, se obtiene el primer plano y para = 0, obtenemos el segundo.
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De los dos parametros o y 3, puede eliminarse uno, lo que supone una mayor simplicidad
en los calculos, aunque se paga el precio de perder un plano.
Ax+By+Cz+D+a(Ax+By+C'z+D')=0

Esta ecuacion es mas operativa que la primera al depender de un sélo pardmetro Pero se pierde el
plano Ax+By+C'z+D'=0

Ej: Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r:

2x-y+3=0
Ix+y+z-2=0

y es paralelo a la recta s:

-1 y-3 z+1
-1 2 -1

Haz de planos que pasa por r: 2x -y +3+ £ (3x +y + z - 2) = 0 6 bien,
2+3M)x+(-1+A)y+Az+(3-21)=0

Si es paralelo a s, los vectores (-1,2,-1) y (2 + 34,-1+4,4) son perpendiculares, por tanto, el producto
escalaresnulo: -1(2+3-) +2(—1+K)-1(3-24) =0

Resolviendo la ecuacion obtenemos A = -2.

Sustituyendo en la ecuacion del haz, obtenemos 4x + 3y + 2z -7 = 0.
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TEMA 4. PROBLEMAS METRICOS.
1. ANGULO FORMADO POR DOS RECTAS.

Angulo de dos rectas es el menor de los angulos formados por sus respectivos vectores de direccion.

r

S
pLdialiy 0ki=§ Zq— By
u, u, u,
& X=-b, _y-b _z-b
vy v, Va

De la definicion de producto escalar, se obtiene:

__ luv] = lu v, +u,v, +u,v, |
VI o+ wrw v e o]

Tomamos el valor absoluto a fin de obtener el menor de los angulos que forman las rectas.
Ej: Calcula el angulo que formado por las rectas r y s siendo:
r:x;2=L—3=z—4 E=1 y-1 2-9
=1 S . s =

Los vectores de direccion de las respectivas rectas son

Uu=00N-1,5yv = 2.1 —1)

por tanto:
cosa:\/ |1'2+(—1)'1+5-(‘1)| |2-1-5| 4
P+ +5 2+ 2+ Jorde
: = 716 ~/:'
y =D Ve S

2. ANGULO FORMADO POR DOS PLANOS.
Dos planos
m=Ax+By+Cz+D=0 y n'=A%+By+Cz+D =0

determinan al cortarse cuatro angulos diedros que son iguales dos a dos.
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Se Ilama angulo de los dos planos al mas pequefio de los angulos diedros. Dicho angulo es igual o
suplementario al que forman los vectores perpendiculares de cada plano

n=(A,B,C)

n'=(A",B’,C)
También hemos de tomar el valor absoluto a fin de obtener el menor de los angulos.

__nn’| _ |AA’+BB’ +CC’|
Infl.In'l " VA +B*+C*JAZ +B?+C" |

Ej: Calcula el &ngulo que forman los planos
% 2Xx=y-3=20 7" x+y-z=0

Los vectores perpendiculares a cada uno de los planos son:

- —

ny =(2,-1,0)yn, =(1,1-1.

lmgn | [2-1efeindy

In o, | V543 V15 a=7503°

3. ANGULO FORMADO POR UNA RECTA Y UN PLANO.

Es el angulo formado por la recta y la proyeccidn de dicha recta sobre el plano.
Teniendo en cuenta que ay p son complementarios, sen o. = C0S 3
Ademas,

(A, B, ©)

3 s

Il

(v,, v,, v,)
n
A

TR
Y /7

~ =

[n.v| | Av, +Bv, +Cv, |

sena = cosf3 = =
Inll-Ivll VAT +B*3C Ve v viave
3

C/ Pablo Rada, n22 — Edificio Huelva, 12Planta. 21004 Huelva. Telf. 959 25 19 49



www.academiarada.com

Ej: Calcula el angulo que forma larecta 1 2 -1 con el plano de ecuacion
X +3y+z-5=0

=5

Vector perpendicular al plano: ” =(1.3,1)

] =(1,2-1
Vector director de la recta K= )

| 11+ 323 1= QI +6&-1l .8

J1+9+1J1+4+1_ NITNG _\/66

; a=476°

sena =

4. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.

Distancia entre dos puntos Ay B es el mddulo del vector que une dichos puntos.

Si las coordenadas de los puntos son A (Wo, Yo, Zo) Yy B (X1, Y1,Z1)

S

AB = (x,
d(A,B) = /(x, —x,)* +(y, = ¥,)* +(z, -2,)

= Xgus Vs — Yo» 29 — 24) Y entorices:

Ej: Calcula la distancia entre los puntos A (1, 3, 0) y B (-I, 2, 3)
d(4,B)=(-1-1)* +(2-3)* +(3-0)* =4 +1+9 =14

5. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA.

_>
A es un nunto de la recta v v es un vector director de la recta

P(xl’ylazl)
i
- s) r
A(xo,yo,zo) v=(,V,,1)
<> =)
7 (por) = LAPxV |
| ¥ ]

Ej: Halla la distancia del punto P (1, -2, 2) a la recta dada por las siguientes ecuaciones paramétricas.

xX=2-%
y=1+2A
z=-1-A

Un punto de larectaes A (2, 1, -1)
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v =(-1,2 1) , vector director de la recta.
- - =3 -1 -1 i o
APx v = ‘,\1 _(_31—4’ 5)'
2 -— —
| v 1= V6

3)? +(4)’ +(-5 «/'_
s )_Fs) +( )+( 3 \[’ \[‘

6. DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO.

P(xo:)’o’zo)

_>
Dado el planon : Ax+ By + Cz+ D =0, el vector n = (A, B, C) es perpendicular al plano.

%d(P,n) A | Ax, +By0 +Cz, +D|
VA’ +B? +C?
Ej: Calcula la distancia del punto P (I, 2, -1) al plano 2x -y + 2z + 3=0

d(p,n):lA"o+B}’o+&o+Dl _121-12 +2(-0) +3| _
Vaz 1 Bt 4 ez

Wl

7. DISTANCIA DE DOS RECTAS PARALELAS.

Sean las rectas
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, paralelas.

La distancia de dos rectas paralelas es igual a la distancia de un punto cualquiera de una recta a la
otra recta: d(r,s) = d(;r, )

8. DISTANCIA DE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN.

Siendo

Para hallar la distancia entre dichas rectas procedemos de la forma siguiente:

: = - o
det (ArAs,ur,usj
d(l',s) = - !

- -
Uu N us
r
Ej: Dadas la rectas r:
x =5+24 ¥ =237
Yy == y s yo=2-13
=8 + 24 zZ =-1+42

a. Estudia su posicién relativa comprobando que se cruzan.
b. Halla la minima distancia entre ellas.
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_>
UnpuntoderesP (5, -1, 8) yun vectoru=(1,0, 2)
>
Un punto de ses Q (2, 2, -1) y un vector v = (3, -1, 4)

—»
Vector PQ = (-3, 3, -9)

A, N
g = 4/=9 +18-6-12=9 =0
-3 3 -9
por tanto, las rectas se cruzan.
- o>

uav = (2,2, 1)

d(r s)=|2.5+2(—1)—8+9|_g_3
v2 & 2T £ 3
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TEMA 5: FUNCIONES.

1. CONCEPTO DE FUNCION. DOMINIO Y RECORRIDO.

Las funciones son la aplicacion mas evidente de las matematicas en nuestra vida diaria. La idea
base del concepto de funcidn, es la de relacion de dependencia entre magnitudes o variables. Al
estudiar un fendmeno cualquiera, se suele observar que las magnitudes o cantidades que

intervienen presentan una relacién entre ellas, de forma que una de las magnitudes depende de la
otra.

Veamos algunas situaciones cotidianas en las que nos encontramos con dos magnitudes que
dependen una de la otra:

1. El consumo de combustible de nuestro vehiculo depende de la velocidad que
llevemos. En este caso llamamos variable independiente a la velocidad y variable
dependiente al consumo del vehiculo.

2. El numero de escalones de una escalera va a depender de la altura del edificio, por lo

tanto, la variable independiente es la altura del edificio y la variable dependiente el
numero de escalones.

® Definicidn:
Una funcion real de variable real f es una aplicacion que asigna a cada ndmero x de un

subconjunto de R un unico numero real y. Escribimos y=f(x) y decimos que y es la imagen de x
por f.

f:DcR->R

La x recibe el nombre de variable independiente y la y de variable dependiente, ya que el valor de
y depende del valor de x.

Nota: Para que una grafica represente una funcién, a cada valor de x sélo le puede corresponder
un valor de y.

® Definicién:

El subconjunto de nimeros reales "x" para los que la funcion esta definida se llama dominio de f,
y se representa como Dom(f).
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Al conjunto donde toma valores la variable dependiente "y", se le llama imagen o recorrido de f, y
su representacion es Rec(f).

Nota: Cuando necesitamos calcular el dominio de una funcién que viene expresada por su
férmula, tenemos que tener en cuenta si no se puede realizar alguna de las operaciones para
ciertos valores de la variable independiente.

Ejemplos:
El célculo del dominio dependeréa del tipo de funciones con el que nos encontremos.
Distinguimos:
1. Funciones polindbmicas: Dom (f) =R
Ej: f(x) = 4x3-2x% +5x -1

2. Funciones racionales: son un cociente de polinomios

P(x)

f(x) =
Q(x)

El dominio son todos los nimeros reales menos los que hagan cero el denominador.

Dom (f) = R\ {x| Q(x)=0}.

’ 4x — 2
Ep: Fi0e) = 2—4;x2 -4 =0=> x,=-2,X,=2
X ——

Dom (f) = R \{-2, 2}

3. Funciones irracionales: son raices de polinomios, distinguimos dos casos:

a) indice impar:
Dom (f)=R.Ej: f (x) = Ix - 6
b) indice par: el dominio seran los valores de x que hagan al radicando mayor o

igual que cero.

By sy — 1

3x —
X 18>0 = x 26:Dom(f)=[6,+°°).
4. Funciones logaritmicas: el dominio seran los valores de x que hagan al argumento del logaritmo
positivo.

Ei f(x) = Iog(S —x):>5 = X >0=>5>x.

Dom (f) = (-0, 5),
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5. Funciones exponenciales:

Dom (f) =R.
Ef Ff(x) = e?**
2. CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDADES

Una idea intuitiva del concepto de funcion continua es si la funcion puede dibujarse de un solo
trazo, sin necesidad de levantar el l1apiz del papel.

En caso de que se produzca alguna interrupcién en el dibujo se dice que la funcion es discontinua.
Los casos de discontinuidades que veremos seran:

Evitable:

-Inevitable, distinguiremos 2 tipos:

- Salto finito:

y= f(x) L
—————g

- Salto infinito:
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3. ASINTOTAS.
Definicion:
La recta x=k es una asintota vertical, si cuando X se acerca a k, la funcion se va hacia el infinito.

La recta y=k es una asintota horizontal, si cuando x se va hacia el infinito (+co ¢ -) el
valor de la funcion se va aproximando a k.

y=f(x)
N\

]

r
asintota horizontal /-

asintota vertical

4. CRECIMIENTO, DECRECIMIENTO, MAXIMOS Y MINIMOS.
Definicion:
-Una funcién es estrictamente creciente en un intervalo (a,b) si y s6lo si:

Y X, X,€(a,b) tales que x,<x, se cumple que f(x,)<f(x,)

Y

©®)

o)

- Una funcion es estrictamente decreciente en un intervalo (a,b) si y solo si:
V X, X,€(a,b) tales que x,<x, se cumple que f(x,)>f(x
¥

e

fle)

@ ] X
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Definicion:
Dada una funcion continua en un punto x=a, se dice que presenta un maximo relativo, si a la

izquierda de dicho punto la funcion es creciente y a la derecha la funcidn es decreciente.

Si, por el contrario, la funcion es decreciente a la izquierda y creciente a la derecha hay un minimo
relativo.

Si se verifica que f(a)>f(x) para cualquier valor x del dominio, y no solo para los valores de
"alrededor”, se habla de maximo absoluto en x=a.

Y, de forma anéloga, diremos que en x=a hay un minimo absoluto si f(a)<f(x) para cualquier x del
dominio.

Nota:

A los maximos y minimos relativos se les llama extremos relativos o simplemente extremos.

5. ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES.
5.1. FUNCION LINEAL.

Es una funcion polindmica de grado 1. Su representacion grafica es una recta y para representarla
basta hacer una tabla de valores.

Ejiy=4x+2.

XY
012
1|6

1234568
y=4x + 2

5.2. FUNCION CUADRATICA. LA PARABOLA

y=x%6x+4
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Es de la formay = ax?+ bx + c.
Sia> 0, la parabola se abre hacia arriba U.

Sia <0, la parabola se abre hacia abajo N.

Para representar una parabola necesitamos conocer el veértice y los puntos de corte con los
ejes.

-b
Caélculo del vértice: x, = 2, = Yy, Una Vez que conozcamos XV sustituimos en la expresion

de la parabola.

5.3. FUNCION EXPONENCIAL.

La funcion exponencial es de la forma y = ax, siendo a un niUmero mayor que Cero.
Sia> 1, la funcidn es creciente, y si 0 < a < 1 es decreciente.

f)=d,a>1 M=o, e<d
30
28
20
is
10

—

- 1
-1 1 %

5.4. FUNCION LOGARITMICA
La funcion logaritmica en base a es la funcion inversa de la funcion exponencial en base a, es de la

forma y=log, X, con a>0, a# 1.

y

vl

o

Si a>l es creciente y si 0<a<1 es decreciente.
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6. SIMETRIA, PERIODICIDAD, CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.
Definicidn:

- Una funcion f es simétrica respecto al eje de ordenadas o par cuando para cualquier
valor x de su dominio se verifica f(-x)=Ff(x).

- Una funcion f es simétrica respecto al origen o impar cuando para cualquier valor x
de su dominio se verifica f(-x)=-f(x).

Definicion:

- Una funcién es periddica cuando los valores que toma se van repitiendo cada cierto
intervalo, que se llama periodo. Una funcion periddica cumple que f(x+T)=f(x), donde T es el
periodo.

Definicion:

- Una funcidn es concava si su gréafica tiene la forma "N".

- Una funcién es convexa si su grafica tiene la forma "U".

Nota: Es importante que cuando hablemos de la concavidad o convexidad de una funcion,
acompafiemos la explicacion con su dibujo correspondiente pues, aungue la idea establecida
actualmente es la presentada aqui, la definicidn anterior suele ser objeto de discrepancias.

1. TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES.

En ocasiones resulta Gtil conocer la gréfica de funciones elementales, tales comoy = VX oy = In
X, para representar, a partir de ellas, otras funciones que presenten unicamente un desplazamiento
0 una inversion. Por este motivo resulta interesante saber determinar el ofectaque Se consigue
cuando se le suma o resta una cantidad constante a la funcion o a la variable independiente.

Para explicar estos conceptos partiremos de la funcion elemental y = x °

Recordemos tres tipos de transformaciones:

- Desplazamiento vertical.

C/ Pablo Rada, n°2 - Edificio Huelva, 1l2Planta. 21004 Huelva. Telf. 959 25 19 49



93\ academia
RADA
www.academiarada.com

Se produce cuando se le suma, a toda la funcion de partida, una constante. Si la constante es

positiva se sube la funcion hacia arriba, mientras que si es negativa el desplazamiento es hacia
abajo.

Veamos que ocurre con y= x

\
\ /

- Desplazamiento horizontal.
Se produce cuando se le suma exclusivamente a la variable independiente una constante. Si es
positiva el desplazamiento es hacia la izquierda mientras que si es negativa, la - funcion de traslada a
la derecha.

Vemos este afecto con y = (x-2)?

o/

-

~Inversioén.

Se produce cuando multiplicamos por -1 la funcion.
Veamos esto con y = - X2

2. PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES.

Al representar una funcion graficamente lo haremos sobre unos ejes coordenados, por lo que nos

interesa saber por donde se cortan la funcion y lo ejes para ello resolveremos los
siguientes sistemas:
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Ej: f(x)=2x*+x -3

. 2 3
Eje x: 0 = 2x? + x -3, resolviendo la ecuacién x,=1, X, = - 5

Los punto de corte con el eje x son: P, =(1,0) y P, = (- % ,0).

Eje v: sustituyendo en la funcién x = O, obtenemos y = -3.

El punto de corte con el eje y es P, =(0, -3).

9. VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de un nimero es, informalmente, su "valor positivo". Si el nimero es positivo 6
0, entonces su valor absoluto es si mismo. Si un nimero es negativo, entonces su valor absoluto
es su opuesto, el valor positivo correspondiente. Por ejemplo, el valor absoluto de 3, escrito |3 ,
es 3 mismo porque 3 es positivo. El valor absoluto de -3, sin embargo, escrito |-3|, es 3.

Por tanto la funcién valor absoluto es aquella que no toma valores negativos.

. X 8 x20
ASlM: -x si x<0

Para "quitarle" el valor absoluto a una funcién, tendremos que ver para que valores de X la
funcién es positiva o cero. En dichos valores la funcion se quedara tal cual, y en los valores en
que la funcidn sea negativa habra que cambiarla de signo.

Ej: f (X) = [2x-6|
Primero resolvemos 2x-6> 0; x > 3 . Por tanto la funcion sera:

2x—6 si x>3

J(x)= .
x) {——(2x—6) s

f(x)={2x—6 5T x23
—2x+6 si x<3

C/ Pablo Rada, n°2 - Edificio Huelva, 1®*Planta. 21004 Huelva. Telf. 959 25 19 49



93\ academia

RADA

www.academiarada.com

TEMA 6: LIMITES Y CONTINUIDAD

1. CALCULO DE LIMITES.

El limite de una funcion es el valor que toma la funcion cuando x se "acerca™ a a.
Se escribe:

limf (x)

X —a

Para calcular el valor del limite se sustituye, en la funcién, x por el valor a.
Eplim3x® -xle7=3:.22~2-7=3
X —2
El limite puede ser:
-Determinado, si nos da como resultado final: un valor real 0 +c0 0 -co.
-Indeterminado, si nos da alguna de estas expresiones:
0 £k o

— — -0 0w g

6 0 o0

Veamos cdmo se pueden resolver estas indeterminaciones.

2. CALCULO DE LIMITES CUANDO x TIENDE A UN NUMERO.

En este caso las indeterminaciones que encontramos son:

=l =

Vk 0
0 0

distinguimos dos casos.

CASO 1:

La funcion estd formada por un cociente de polinomios. Para resolver la indeterminacion se
factorizan los polinomios y se simplifican los factores comunes.

|

Primero se sustituye para saber con qué tipo de indeterminacion nos encontramos.

2
E]':Iimu=

X =2 X2 = 2X

ol
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Factorizamos el numerador: x 2 — o (x - 2) (x + 2)

Factorizamos el denominador: x? — 2x = X (x - 2)

_ x2 — 4 ' (x—2 X + 2 2
lese et Ll X(X)(_Z) )='XL2"(X: )%:2
CASO 2:

En la funcidn aparecen raices cuadradas. Para resolver la indeterminacion se multiplica el numerador y
el denominador por el conjugado de la raiz.

. 2x -6 o lim 2(x—3) §
T )Rt e en =20 2

e (\/2x -2 + 2)

k -

o
El resultado de esta indeterminacion es oo, lo Unico que tenemos que determinar es el signo. Para ello
estudiaremos los limites laterales. Si ambos limites son iguales ese valor sera el resultado, si son

distinto, no existe limite.

2
e XS X
Eiilim +1=§
x =1 X—1 0
X v x 41
I = —0
X1 X_1
X &
l = +00
Xx—>1 X—1
2
.o XT+x +1
lim—

Al ser distinto los limites laterales, no existe | * 1 x —1
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3. CALCULO DE LIMITES CUANDO x TIENDE A

Veamos como se opera con infinito:

- Suma:aeR
a + o0 =co
0 + 0 = o0
o+ ()=0

-a+ o0 =00

- Diferencia:aeR
-3 =00
0-0=0c
oo - 0o = INDETERMINADO.

O-0=0c

- Producto:aeR
o, a= osia>0
o, a=-0sia<0
-, a=-xsia>0
-,a=-00sia<0
00 , 00 = 00
oo,(-oo):-oo
-oo,(-oo):oo

o . 0=INDETERMINADO

- Cociente:aeR

0:a=0
«;a=c0sia>00-xsia<0
a: =0
a: 0=

- 0:0=00
0:0=0
o ; 0o= INDETERMINADO

- Potencia;aeR.
@ s a8 > 1
a® =
0 si 0 <8 <1
. 0 s/ a >

0 5/ U <8 <1

En este caso las indeterminaciones que encontramos son:
Q0

— Y 0 —-o00,
o0
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CASO 1:
La funcion esta formada por un cociente de polinomios. Se resuelve dividiendo el numerador y el
denominador por la x de mayor grado.

¥l wa/ / H+°°1—yx3 g

CASO 2:

En la funcion aparecen raices cuadradas. Para resolver la indeterminacion se multiplica el
numerador y el denominador por el conjugado de la raiz.
o0-c0: multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado de la raiz.

4. ASINTOTAS.

Las asintotas son rectas a las cuales la funcion se va aproximando indefinidamente, cuando por lo
menos una de las variables (x 0 y) tienden al infinito.

Las asintotas se clasifican en:

-Verticales: (paralela al eje y). Se tienen si existe un numero a tal que
limf (x)
X—>a

Entonces la asintota es x = a.
El punto a, es un valor que no pertenece al dominio de la funcién.

2x
Ej: f (x) =
x — 3
Dom (f) = R -{3}
I m—2X =40 >x=3
x >3 (X _3)

-Horizontales: (paralela al eje x). Si existe el limite:
lim f(x)=b

La recta "y = b" es la asintota horizontal.

-Oblicuas: Si existen los limites:
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f(x)

lim— = hm f (x)—mx =n;siendo m#0

X—>0
La recta "y = mx+n" es la asintota oblicua.

5. CONTINUIDAD

Una funcion f(x) es continua en el punto x = a si verifica:
-Existe f(a)

- Existelimf(x):(limf(x)

X —a

- Ilmf(x) f(a)

Si una funcion no es continua se dice que es discontinua en un punto si no es continua en dicho punto.
Graficamente si una funcion es discontinua en X = a, se observara un "salto" o un "hueco". Tenemos
dos tipos de discontinuidad:

Evitable: No existe

fRolimf (x) = f(a)

X —>a

Inevitable:
xlignf(x) # limf (x)

Dentro de este grupo distinguimos:
Salto finito: los dos limites laterales son finitos.

Salto infinito: si uno o ambos limites laterales son infinitos.
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TEMA 7: DERIVADAS.
1. REGLAS DE DERIVACION.

TABLA DE DERIVADAS

SIMPLES 1. COMPUESTAS
V=l =0
y=x y':
e Ny e y=(@) y=n(f@)" '@

s @
y=+x r=or y=~f(x) e

= 2 1 ) f ¢
nn’Xn—1 y n”’f”q
V—a ¥y =a‘Lna g =t s 3y =l Lna- fi(x)
y=¢ y=e y=e" y'=eY f(x)
=i ’—Llo e- f'(x)
y=log,x | y'=—-log,e y=log. f) | ¥ = oslendey.
: - b AC))
y=low: | = y=ILn(fx) | I
el W y=sen(f®) | y'=cos(f(x) f'(x)
y=cosx |y =—senx y=cos(/() | ¥ ==sen(f®))- /')
= e bp 2 - e f'(x) 56 2 e

y=ig: —o=lvgs y=l@) |V teie) re

4 o=l 3 R 2 (7
y =cotgx o —l-cotg’x | y= cotg(f(x)) y R (0] ( I-cotg (f(x))) i)

Derivadas de sumas, restas, productos y cocientes de funciones:

(f+2)(x)=f"(x)+g'(x)
Ej:iy=3x%-2x*+1= y' = 6x-8x°
9 (k- fx)=k-f(x)
Ejy=3x"= y =15x*
3 (f-8)x) = f'(x)-g(x)+ f(x)- g'(x)

=

£ = x% cosx _, y'=2xcosx+ x*(~senx)
(f(x)]' S8~ f(x)-g')
4 \8( (e)
e dxflx® —1—2x(3x")
Ej " (*-1f
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2. DERIVABLIDAD.
Una funcion f(x) es derivable en x = asi:

lim = lim
h—0" h h—>0" h

F(h + a) — f(a) : f(h+a)—f(a)(

NOTA: Derivable = Continta
No Continua = No derivable

Ej: Estudie la continuidad y derivabilidad de la funcién:

(x2 + 2x + 1 si X' W
f(x) =2x =2 st — 1 =pei= 2
A 5 X 2

Comenzamos estudiando la continuidad

(o0, -1) U (-1,2) U (2, +°9). |a funcién es continua por ser una funcion
polindmica.
Tenemos que estudiar la continuidad en los puntos conflictivos; X = -1y x =2
x=-1
f(-1)=2(1+2=0
limx? 4-2x-41=0

X =>—=T

lim2x +2 =0

x =>-1

f escontinuaen x =-1

X=2
f(2)=22+2=6
lim2x +2 =6

x 2"

Fim= x> £ 8x = 12

x 27

fno es continllaen x =2
Luego f es continuaen R — {2}

Para estudiar la derivabilidad derivamos la funcion:
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2x + 2 si x < -1
Filxy = 2 S a8

-2x + 8 Sh Xk )

(oo, - )L (1,2) © (2 +°°),’Ia funcion es derivable por ser una funcion

polindmica En x = 2 la funcidn no es derivable por no ser continua.

Vemos que pasa en X = -1

lim2x =2 =0
Xi=>=in

lim2 =2

x —>=1"

. _ o {—1 z
La funcién no es derivable en x = -1 Por tanto f es derivable i }
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